Estabilidad de soluciones periédicas de sistemas diferenciales con retardos temporales: Método de semidiscretizacién

Estabilidad de soluciones periddicas de

sistemas diferenciales con retardos
temporales: Método de semidiscretizacion

Franco S. Gentile*, Griselda R. Itovich* , Jorge L. Moiola®*

T Departamento de Matematica, Universidad Nacional del Sur
1 Instituto de Investigaciones en Ingenieria Eléctrica - IIIE “Alfredo Desages” (UNS-CONICET)

+ Escuela de Produccién, Tecnologia y Medio Ambiente, Sede Alto Valle y Valle Medio, Universidad Nacional
de Rio Negro

* Departamento de Ingenieria Eléctrica y de Computadoras, Universidad Nacional del Sur

XVII Congreso Dr. Antonio Monteiro MR, o~
8 de junio de 2023 ,t:;. ﬁ” U

Gentile, Itovich, Moiola Estabilidad de soluciones periédicas de sistemas diferenciales con retardos tempor: 08-06-2023 1/ 10



Estabilidad de soluciones periédicas de sistemas diferenciales con retardos temporales: Método de semidiscretizacién
Contenido de la presentacién

Contenido

> Estabilidad de sistemas con retardos

>> El método en Frecuencia (MF)

> El método de semidiscretizacién (MSD)

> Estudio de ejemplos combinando el MF y el MSD.

> Conclusiones

P L1k
y‘ (&
CONICE
U N NAL

Gentile, Itovich, Moiola Estabilidad de soluciones periédicas de sistemas diferenciales con retardos tempor:
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Introduccién

Estabilidad de sistemas con retardos

Se estudia la ecuacién retardada
x = f(x(t),x(t —7);u), x€R"

Ecuacioén linealizada Punto de equilibrio

y = Doy(t) + Dry(t — 7) 0= f(x",x"; p)

Estabilidad del punto de equilibrio x* —» Ecuacion caracteristica
M, — Do — D1e™>"| =0
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Introduccién

Estabilidad de sistemas con retardos
Se estudia la ecuacién retardada
. TeRT, peR’
x = f(x(t),x(t —7);u), x€R"

Ecuacién linealizada Solucién periddica

y = Do(t)y(t) + Du(t)y(t — 7) %= f(%(t),%(t = 7); )

of % =%
s, X(t+ T) = x(t)

Estabilidad de la solucién periédica ¥ —» Operador de monodromia

U es infinito-dimensional
El espectro o(U) determina
la estabilidad de X
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El Método en Frecuencia (MF)

El Método en Frecuencia (MF)
Sistema realimentado Salida
x = Aox(t) + Aix(t — 7) + Bu, y(t) =[y(t) y(t—7)]
y(t) = —Cx(1),

gly(t),y(t—7)ip) =gy (t); p) Aesnxn Besnxp
y C es m X n.

Subsistema lineal

G(s;p) = C [sly — Ao — Are™ "]~

g(®).y(t-t);1)

Matriz extendida

/m ]
B ) = Al |1 LE
e ) {/,,,e &5
A CONICET
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El Método en Frecuencia (MF)

Sistema realimentado

AoX(t) + A1X(t = T) + Bu,
y(t) = —Cx(t),

gly(t),y(t—7)ip) =gy (t); p) Aesnxn Besnxp
y C es m X n.

Subsistema lineal

G(s;p) = C [sly — Ao — Are™ "]~

Consideramos el caso

p=m=1yg=g(y(t)u)

g(®);w)

Linealizacién

J(u) = 9g(y(t); 1)/ 0Y ly=yeq
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El Método en Frecuencia (MF)

Sistema realimentado Salida

x = Aox(t) + Aux(t — ) + Bu, y () =[y(t) y(t—7)]
y= y(t) = —C(1),

u= gy(t),y(t—7)in)=gly (t);n) il Aesnxn Besnxp
y C es m X n.

Subsistema lineal

G(s;p) = C [sly — Ao — Are™T]

Consideramos el caso

p=m=1yg=g(y(t) )

Teorema gréfico de bifurcacién de Hopf

> X := G(s)J toma el valor —1 para s = iwg,wp # 0, cuando
T =170y p=po, con = 0g/y|,_,.
> Se cumplen condiciones de no-degeneracién.

= Nace una drbita periddica a partir de un punto de equilibrio.
I E
M3s detalles de la formulacién general: F. S. Gentile, J. L. Moiola and G. R. Chen, ;{\ \/\

Frequency-Domain Approach to Hopf Bifurcation Analysis: Continuous Time-delay ‘4‘ CONICET
Systems. World Scientific, Singapore, 2019. U N
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El Método en Frecuencia (MF)

Aproximacién de las érbitas

Lugar geométrico del autovalor y de la
amplitud 0 es un pardmetro que representa

Miw: ) = Gliw: ) J(p) = —1 + 262 la amplitud

—G(iw; p) { Do Vor + 3 V22) + §Ds}

H(s) = (14 G(s)J)~

y =Re {37_, Y exp(ikwt)} YO = Vot?, Y =0, Y? = Vnt®

Coeficiente de estabilidad

g:Re(Ggl(.iw)) Fom |1 LE

"(iw)d MY o~
& e U

U N s
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El Método en Frecuencia (MF)

Aproximacién de las érbitas

Lugar geométrico del autovalor y de la
amplitud 0 es un pardmetro que representa

Aiw; 1) = G(iw; ) J(p) = —1 + €16 la amplitud

M

R:{X}
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Aproximacién de las érbitas
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El Método en Frecuencia (MF)

Aproximacién de las érbitas

Lugar geométrico del autovalor y de la
amplitud 0 es un pardmetro que representa
la amplitud

Miw; 1) = G(iw; p)d(p) = —1 + &6?

EN

N\ R{A}

~
}»(iw;;k
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El Método en Frecuencia (MF)

Aproximacién de las érbitas

Balances armdnicos de alto orden

Miw; p) = =1 + &6 + £0% + &6° + . ..

EN1

N\ R{A}

~
}»(iw;;k)
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El Método de Semidiscretizacién (MSD)

El Método de Semidiscretizacidon

Consideramos la ecuacién Particién del intervalo

y=A(t,p)y + B(t,p)y(t—7), te[0,T] [0, T] = U [ti, tisa]

Ecuacién semidiscretizada

. ,, ) t € [t, tiya],

y(t) = Aiy(t) + Bi (Bioy(ti—r) + Biay(tisi—r)) A= % f:'ﬂ As
Sistema discreto Bi=3. ':_"“ B(s)ds

Yit1 = Piyi + Rioyi—r + Ri1Vit1—r h=T/p
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El Método de Semidiscretizacién (MSD)

El Método de Semidiscretizacidon

Consideramos la ecuacién Particién del intervalo

y=A(t,n)y + B(t,u)y(t —7), te€l[0,T] [0, T] = U [ti, tisa]

Ecuacién semidiscretizada ~
. t € [t, tiya], r= [ﬂ ﬂ
y(t) = Aiy(t) + Bi (Bioy(ti-r) + Biay(tii-r)) A= 1[5 A(s)ds,

Sistema discreto B = %f;’“ B(s)ds
Yi+1 = Piyi + RioYi—r + Ri1Yit1—r h=T/p

zi=(Yi Yi-1 Yi—2 --- Yiti—r Yi-r)
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El Método de Semidiscretizacién (MSD)

El Método de Semidiscretizacidon

Consideramos la ecuacién Particién del intervalo

y=A(t,n)y + B(t,u)y(t —7), te€l[0,T] [0, T] = U [ti, tisa]

Ecuacién semidiscretizada
y(t) = Aiy(t) + Bi (Bioy(ti-r) + Biny(tivi—r))

Sistema discreto

Yi+1 = Piyi + RioYi—r + Ri1Yit1—r

ziy1 = Giz; zi = (y/ Yi-1 Yi-2 ... Yitl—r Yifr)

Aproximacién matricial del
operador de monodromia

®=Gp1Gpz...Go

z, = bz

M3s detalles en: T. Insperger and G. Stépdn, Semi-Discretization for Time-Delay
Systems: Stability and Engineering Applications. Springer Science-+Business Media,
Applied Mathematical Sciences Vol. 178, 2011.
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Ejemplos

Ejemplo 1: Sistema de Tesi controlado por retardo

Sistema de Tesi

X2,
X3,
—x1 — 1.2x + puxs + X2+ Ar(x1),

Control de Pyragas

Ar(a) = kPa(t) —xi(t—7)]
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Ejemplos

Ejemplo 2: Sistema de Campbell-Leblanc

Modelo de Campbell-Leblanc

. 5 2
X1 = —axi— 3x2+ Axer + Bx;r,
)-(2 = X1,

Ciclo para 7 = 3.4, A= —0.9151, wo = 1.848

Determinacién de doble periodo

A Mult.
BA2 —1.1130 | 0.9969
BA4 —1.1205 1

Dde-Biftool | —1.1207 1

Determinacién de Neimark-Sacker Ciclo para 7 = 3.6, A = —0.5462

A Mult. wo = 1.7453

BA2 -0.9830 | 0.9845
BA4 -1.0325 | 1.0063
Dde-Biftool | -1.0352 1
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Conclusiones

Comentarios finales

e La combinacién del método en frecuencia (MF) con el método de
semidiscretizacién (MSD) simplifica enormemente el tratamiento de estabilidad de
puntos de equilibrio en sistemas con retardos.

e También, la estabilidad de las érbitas periddicas se obtuvo combinando ambos
métodos, pues se utiliza la expresién aproximada de las érbitas obtenida con el MF
para obtener la solucién del sistema semidiscretizado.

e Los fendmenos dindmicos globales, como por ejemplo bifurcaciones de doble
periodo o Neimark-Sacker, pueden detectarse con diferentes exactitudes,
dependiendo del orden del balance empleado.

e Se buscard aplicar la combinacién del MF y el MSD para el estudio de sistemas
neutrales.
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